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Zusammenfassung: Diese Ausarbeitung beschéftigt sich mit Verfahren
zum Modellieren komplexer Systeme mit unendlichen Zustandsmengen, bei
denen die Konfigurationen durch Woérter iiber einem endlichen Alphabet
dargestellt werden. Es werdem reguldre Sprachen verwendet, um Mengen
von Konfigurationen zubeschreiben. Weiterhin werden Moglichkeiten zum
Model-Checking vorgestellt.

1 Einleitung

Die Informatik hat es geschafft, Maschinen viele Aufgaben algorithmisch l6sen zu las-
sen. Doch wie beweist man, dass eine Maschine, welche einen Algorithmus ausfiihrt,
die Aufgabe korrekt 16st. Dazu werden oft Ablidufe eines Systems nur ausprobiert oder
man hofft, dass mogliche Fehler nie eintreten. Es gibt aber auch Ansétze, bestimmt Ei-
genschaften mathematisch zu beweisen, zum Beispiel das sogenannte Model-Checking.
Diese Ausarbeitung beschéftigt sich mit solchen Verfahren, welche fiir Systeme mit einer
unendlichen Anzahl von Zustéinden (engl. infinite-state systems) eingesetzt werden kon-
nen. In Abschnitt 2 wird ein bekanntes Beispiel eingefiihrt, das token passing protocol.
Die Logic LTL(MSO) ist eine Kombination der monadischen Logik zweiter Stufe (MSO)
und linear-time-logic (LTL) und wird in Abschnitt 3 zur Beschreibung von Systemen
und Anforderungen eingefiihrt. Zu LTL(MSO) kann man Automaten konstruieren, die
in Abschnitt 4 vorgestellt und in Abschnitt 5 zum Model-Checking verwendet werden.

2 Beispiel

2.1 Token-passing-protocol

(a) Automat I (b) Transducer T
Abbildung 1: Das Token-passing-protocol [AJNS04, S.3]

Das Token-passing-protocol stellt ein System mit endlich vielen Prozessen dar, wobei
zu Beginn der Prozess ganz links den Token t hat und alle anderen Prozesse nicht n, der



Zustand l&sst sich durch tnnn . .. beschreiben. Hier wird die Menge der initialen Zusténde
durch den Automaten in Abbildung 1(a), und die Uberginge, also das Weiterreichen
des Tokens, werden durch den Transducer in Abbildung 1(b), dargestellt. Die Menge
der initialen Zustédnde lasst sich durch den reguldren Ausdruck tn* und alle weiteren
Zustandsmengen durch n*tn* beschreiben.

2.2 Formales Model
Das Token-Passing-Beispiel ldsst sich nun auch in LTL(MSO) wie folgt beschreiben:

initial = Vi(t[i{] < i=10)

idle(i) = t[i] < t'[1]
pass(i) = (i) A—t'[i]) A (=t[i + 1] AE[E +1])
NG # i+ 1A # 1) — idle(j))
system = initial A O(3i pass(i) vV Vi idle(q))

Die genaue Erklarung der Logik erfolgt in Abschnitt 3.3. An dieser Stelle sei schon be-
schrieben, dass t[i] bedeutet, dass der Prozess ¢ zu einem Zeitpunkt t das Token ¢ besitzt
und ¢'[i] zum Zeitpunkt t + 1. Sowie das System ldsst sich in LTL(MSO) auch eine Si-
cherheitseigenschaft, wie auch Fariness- und Terminierungs- Eigenschaften beschreiben.
Hier zum Beispiel die Sicherheitseigenschaft:

safety = [0-3i, (i # j A t[i] At[j])

Diese Formel bedeutet, dass immer gilt, dass es keine Konfiguration gibt, so dass zwei
verschiedene Prozesse (i, j) gleichzeitig den Token haben.

3 LTL, MSO und LTL(MSO)

3.1 LTL
Die Logik linearer Zeit (engl. Linear-time Logic - kurz LTL) hat folgende Syntax:

¢ u= true]| false |

Op [ O | Op | p1Ueps |
1 * p1, wobel x € {A,V,—, <} | —p

Oy bedeutet, dass ¢ immer (engl. always) gilt. Oy bedeutet, dass ¢ irgendwann (engl.
eventually) gilt. ¢1Ups bedeutet, dass ¢ gilt bis einmal (engl. until) g gilt.

O und ¢ sind nur Abkiirzungen und koénnen durch U dargestellt werden, den U-
Operator werden wir aber nicht weiter benttigen und er ist, sowie (), nur zu vollstén-
digkeit aufgefithrt. [KPoR98, S.4]



3.2 MSO

Monadische Logik Zweiter Stufe (engl. Monadic Second Order Logic - kurz MSO) ist
eine Erweiterung der Logik erster Stufe um Mengen. Die Syntax von MSO lésst sich
induktiv so beschreiben:

Form == T|L|=-F|(F)|F*«G|p(ts,...,tn)
Term == v |V | f(t1,...,tn)
¢ u= Jxp|Vre | F

Hier sind F, G € Form, t1,...,t, € Term,x € {\,V,—, <}, v € Varpo, V € Vargo,
x € Varpo UVargo, p € Priad und f € Func. Aulerdem sind Vargpo und Vargo ab-
zéhlbar unendliche Menge von Variablen erster bzw. zweiter Ordnung und Prad und
Func Mengen von Pridikaten bzw. Funktionen. Hier sei zu beachten, dass die Men-
gen Prad, Func,Varpgo,Varso immer paarweise disjunkt sind. Die Erweiterung lésst
sich nun wie folgt beschreiben: Es gibt kleine Buchstaben Vargo die Variablen erster
Ordnung (engl. first order), also Elemente die mit Werten des Grundbereichs belegt
werden, und grofie Buchstaben Vargo die Variablen zweiter Ordnung (engl. second Or-
der), also Mengen von Elementen die mit Werten des Grundbereichs belegt werden,
beschreiben. Um nun auf die Elemente einer solchen Menge zugreifen zu kénnen, wird
die Syntax erweitert, um X (x) mit der Bedeutung X (z) == true, wenn z € X und sonst
X (x) == false. [RS97, S. 395{]

3.3 Verkniipfung LTL(MSO)

Die Verkniipfung von LTL und MSO wird nun so vorgenommen, dass man temporale
Aussagen statt iiber Formeln der Aussagenlogik iiber Formeln der monadischen Logik
zweiter Stufe macht. Hier werden nun kleine Buchstaben ¢, j, k, ... als Variablen erster
Ordnung (meist als Indizes fiir Konfigurationen) und z,y,y, ... als Konfigurationsva-
riablen genutzt. Weiterhin werden, wie bei MSO auch, Grofibuchstaben als Variablen
zweiter Ordnung verwendet. Wir beschreiben die Syntax induktiv (siehe Abbildung 2).

o u= del|ICJ|i=j+1]i=j|a[i]]|a2[i]|
true | false | Op | O | w1 % @2 | —p

Abbildung 2: Induktive Definition der Syntax LTL(MSO) [AJNT04, S. 4]

wobei * € {A,V,—,«}. Formeln in LTL(MSO) werden iiber Matrizen interpretiert.
Diese Matrizen haben die Dimension oo X n mit n € Z,. Dabei beschreibt die eine
Dimension die Zeit (engl. Time) und die andere Dimension den Raum (engl. Space) und
gibt somit die Position in der Konfiguration an.

Hier werden t € Time als Zeit und J als Belegung von Variablen erster und zwei-
ter Ordnung benutzt. So beschriebt nun eine Matrix M den Verlauf einer Variable 1.
[AJNT04, S.4]



iel gdw. 3J(i) € I(I)
ICJ gdw. 3(I)C3(J)
i=j+1 gdw. J(i)=73()+1
x[i] gdw. xe M(t,3(i))
2'[i] gdw. xe M(t+1,3(i))

4 Biichi-Transducer

4.1 Bichi-Automaten

Biichi-Automaten sind w-Automaten, die w-Worte mit Biichi-Bedingung akzeptieren.
Ein w-Automat wird beschrieben durch

A= (Q7 27 qo, Av ACC)

Q ist die Menge der Zustédnde

> ist das Eingabealphabet

qo der Initialzustand
e A die Menge der Transitionen der Form Q x ¥ x Q)

e Acc eine Akzeptanzbedingung

Bei einem Biichi-Automaten besteht die Akeptanzbedingung Acc aus einer Menge von
Endzustinden £ C Q. Worter werden genau dann akzeptiert, wenn der Automat dabei
mindestens einen Endzustand unendlich oft durchlauft.

Biichi-Automaten sind abgeschlossen gegen Vereinigung, Schnitt und Komplement.
Auflerdem ist das Leerheitsproblem entscheidbar. Wir beschrinken uns hier auf deter-
ministische Biichi-Automaten, um die Komplexitéit gering zu halten. Wir verwenden sie,
um z.B. die Menge der Zusténde (Worte) eines Systems zu beschreiben, wobei die Menge
die von dem Automaten akzeptierte Sprache ist.

4.2 Transducer

Transducer sind spezielle Biichi-Automaten (sieche Abschnitt 4.1), nur besitzen sie noch
ein weiteres Alphabet, das Ausgabealphabet I.

A= (Qa Ea Fv q0, Au ACC)

Da Zusténde des Systems druch Sprachen beschrieben werden, kénnen Transducer nun
durch Transformation auf Sprachen den Ubergang eines Systems beschreiben.



5 Verifikation

5.1 Problemstellung

Nun kénnen wir auch Zusténde definieren, welche die Safety-Eigenschaft nicht erfiillen.
Die Menge dieser Zustdnde nennen wir B. Bezeichnen wir weiterhin die Menge der
initialen Zustdnde mit I und den Transducer mit 7' (Abbildung 1(b)), so kénnen wir
durch Priifen der Aussage (I o T*) N B = () feststellen, ob die Sicherheitseigenschaft
verletzt ist, das heifit ob wir ein Zustand aus der Menge B von einem Zustand aus [
iiber die Iteration von T™ erreichbar ist. Wir kénnen dieses Problem 16sen, indem wir die
Menge Inv = I o T™* berechnen und priifen, ob es einen Schnitt mit der Menge B gibt.

Zum Losen des Problems, benttigen wir nun algorithmische Verfahren um T™* be-
stimmen zu kénnen. Hier werden zwei Verfahren vorgestellt. Grundlegend ist dabei die
Quotientenbildung, also das Zusammenfassen von dquivalenten Zustdnden. Dabei wird
je nach verwendeter Aquivalenzrelation die Sprache vergroBert. Das erste Verfahren ist
aufgrund einer Produktkonstruktion und einem Verfahren zum Finden der Aquivalenzre-
lation, zur Vermeidung der Sprachenvergréflerung, sehr aufwendig. Ein weiteres Problem
ist, dass beim Finden der Aquivalenzrelation die Abbruchbedingung nicht immer erfiillt
ist. Das zweite Verfahren ist durch direkte Anwendung der Quotientenbildung weniger
aufwendig und kann trotzdem bei leerem Schnitt sofort sagen, dass die Safty-Eigenschaft
nicht verletzt ist.

5.2 Losung - durch Quotientenbildung

Im ersten Schritt wird eine Produktkonstruktion verwendet, um 7" fiirn =1,2,3,... zu
bilden, die Zustandsname ergeben sich dabei aus den durchlaufenen Zusténden in den
verschiedenen Iterationen des Transdurcers (Abbildung 1(b)). Der History-Transducer ist
nun die Vereinigung dieser Produktautomaten (siche Abbildung 3) und beschreibt 7.
Da dieser History-Transducers unendlich viele Zustédnde hat, wird im zweiten Schritt,

Abbildung 3: Produkt-Konstruktion des History-Transducers fiir 7 [AJNS04, S.8]

der eigentlichen Quotientenbildung, eine Aquivalenzrelation ~ auf der Zustandsmenge
definiert und der Restklassenautomat betrachtet. Das Verfahren und die Verbesserun-



gen zum Bestimmen der Aquivalenzrelation wird in [DLSO01], [AJNd02] und [AJNA03]
beschrieben. Die Idee dabei ist, Vorwirts- und Riickwérts-Bisimulationen zu kombinie-
ren, um #quivalente Zustéinde zufinden. In diesem Beispiel ergeben sich dadurch die
Aquivalenzklassen [0F], [107], [2+107], [1] [271] und [27F], [AIJNSO04, S.7f] die der Aqui-
valenzklassenautomat (siehe Abbildung 4) als Zustandsmenge hat.

Abbildung 4: Aquivalenzklassen-Konstruktion des History-Transducers [AJNS04, S.8]

5.3 Losung - durch Abstraktion

Bei der Abstraktion werden die Aquivalenzrelationen anders gebildet. Um eine geeignete
Aquivalenzrelation ~ zu finden, werden nun Post-Sprachen verwendet. Eine Post-Sprache
L(A,q) zu einem Automat A (siche Abbildgun 5(b)) und dem Zustand ¢ von A, bein-
haltet alle Worter, die ab dem Zustand ¢ wie sonst bei Biichi-Automaten akzeptiert
werden. So das nun gilt ¢ ~ ¢/, wenn fiir alle Zustéinde r des Automaten B (siche Ab-
bildung 5(a)) gilt, dass L(A,q) N L(B,r) = ) genau dann wenn L(A,q") N L(B,r) = 0.
Aufbauend auf dieser Aquivalenzrelation lisst sich die Sprache L(T%™) (der Automat
dazu siehe Abbildung 5(c)) durch eine Sequenz (((I oT)/ ~) oT)/ ~ ... bilden. Dabei
wird die akzeptierte Sprache vergrofert. Also einsteht dadurch eine Sprache L(T%™) mit
der Eigenschaft L(I o T*) C L(T'™). Nun kann getestet werden, ob TW™ N B = (). Ist
dies der Fall, dann gilt durch die Eigenschaft von L(T"™) auch, dass (I o T*) N B = .
Andernfalls wird gepriift, ob das Gegenbeispiel, also der Schnitt, auch im original Auto-
maten nachvollzogen werden kann, sonst muss eine feinere Aquivalenzrelation gefunden
werden und das Verfahren wiederholt werden.

n n

C

n n F
|
OO OO0
(a) Ein Automat fiir B (b) Ein Automat A: (I oT) (c) Die abstrakte Version von A

Abbildung 5: Beispiel einer Abstraktion [AJNS04, S.9]



6 Fazit

Wir haben gesehen, dass es durch grundlegende Mittel wie reguldre Ausdriicke, Auto-
maten und Sprachen moglich ist, Systeme mit einer unendlichen Anzahl von Zustén-
den beschreiben zu konnen und Anforderungen zu definieren. Auch kénnen wir durch
kombinieren und einsetzen, teilweise schon bekannter Techniken, die Verifikation der Ei-
genschaften computerunterstiitzt ablaufen lassen. Es ist ein weiterer Schritt in Richtung
korrekter Systeme, bei denen das Verhalten bekannt und gewollt ist.
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