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1 Einleitung

Die Komplexitidt moderner Software- und Hardwaresysteme stellt an Systemdesigner
die Aufgabe, die Anwesenheit gewiinschter und die Abwesenheit ungewiinschter Eigen-
schaften eines Systems nachzuweisen. Dazu werden immer héufiger formale Methoden
wie zum Beispiel model checking eingesetzt. Bei diesem Verfahren wird das System
durch Automaten dargestellt und deren Abldufe bzw. die bei einem Ablauf akzeptier-
ten Eingaben (sogenannte Worte) analysiert. Die Implementierung einer Spezifikation
mit Automaten ist jedoch im Allgemeinen nicht einfach und fehleranfillig. Um die Be-
schreiungen zu verkiirzen und fiir Menschen lesbarer zu halten, werden Systeme haufig
in einer Logik definiert, die dann in dquivalente Automaten iibersetzt und gepriift wer-
den kénnen. Ein hierfiir haufig benutztes Werkzeug ist MONA [HJJ*95], das Logiken
zweiter Stufe als Eingabe nutzt.

In der vorliegenden Ausarbeitung werden endliche Automaten, die endliche oder un-
endlich lange Worte akzeptieren, sowie die monadische Logik zweiter Stufe tiber Wor-
tern (MSO) vorgestellt. AnschlieBend wird bewiesen, dass die Klasse der Sprachen, die
durch solche Automaten akzeptiert werden, gleich der Klasse der durch monadische
Logik zweiter Stufe definierten Sprachen ist. Innerhalb des Beweises wird eine effektive
Ubersetzung von Automaten nach MSO und umgekehrt genutzt.

Durch diese Ergebnisse ist es moglich, durch MSO beschriebene Systeme und ge-
wiinschte Eigenschaften in Automaten S bzw. £ zu iibersetzen. Fiir diese Automaten
ldsst sich {iberpriifen, ob alle von £ akzeptierten Worte auch von S akzeptiert werden.

2 Monadische Logik zweiter Stufe (MSO)

2.1 Pradikatenlogik erster Stufe iiber Worter

Préadikatenlogik erster Stufe kann genutzt werden, um Aussagen iiber Worter der Form
w=ag...a,_1 einer Sprache £ C A* zu treffen. Hierzu werden Variablen erster Stufe
x,9, ... mit natiirlichen Zahlen kleiner n belegt, die einer Position innerhalb des Wortes
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entsprechen. Weiterhin werden die Symbole =, < und S, sowie Q,(x) mit a € A
eingefiithrt. Das heifit, die Syntax solcher Formeln ist wie folgt definiert:

pu=x=y|S,y)|r<y|Qulz)| ¢ | A" |3

Hierbei bezeichnen x und y Variablen erster Stufe, ¢’ und ¢” Formeln und a einen
Buchstaben aus A. Die weiteren booleschen Verkniipfungen kénnen wie iiblich als Ab-
kiirzungen aufgefasst werden.

Um eine solche Formel zu interpretieren, werden Modelle benotigt, die auf den Wor-
ten der entsprechenden Sprache aufbauen.

Definition 2.1 (Wortmodell) Seiw = ag...a,—1 ein Wort der Sprache L, dann ist
w = (dom(w)7 Swv <w7 (QZU)GGA)

das w entsprechende Wortmodell, wobei dom(w) = {0,...,n—1} den Positionen inner-
halb des Wortes, S der Nachfolgerrelation auf dom(w), definiert durch (i,i+1) € S¥
fir 0 <i<n—1und <" der natirlichen Ordnung auf dom(w) entspricht. Die Ele-
mente der Familie (Q¥)aca stellen undre Pradikate Q¥ (z) dar, die genau dann wahr
sind, wenn sich in dem Wort w an der Stelle x der Buchstabe a befindet.

Diese Definition lésst sich leicht auf unendliche Worter, sogenannte w-Worter, erwei-
tern. w-Wortmodelle werden mit « bezeichnet und unterscheiden sich von den obigen
Modellen dadurch, dass die Doméne dom(w) immer durch die Menge der natiirlichen
Zahlen N gegeben ist. Eine Sprache, die aus w-Worten besteht, wird als w-Sprache
bezeichnet.

Um darzustellen, dass in einer Formel ¢ nur die Variablen x4, ..., z, frei, d.h. nicht
von einem Quantor gebunden, vorkommen, wird die Notation ¢(x1,...,x,) genutzt.
Eine Formel, in der keine Variable frei vorkommt, wird als Satz bezeichnet.

Die Semantik einer Formel ¢(x1,...,z,) iber einem Modell w wird bestimmt, in-
dem fiir jedes z; (0 < i < n) eine Wortposition p; € dom(w) gewéhlt und die Symbole
=,<,5,Q, durch Gleichheit, <*, S und Q¥ interpretiert werden. Die booleschen Ver-
kniipfungen und die Quantoren werden wie iiblich in der Pradikatenlogik interpretiert.
Ist die Formel ¢(z1, ..., x,) erfiilt, schreiben wir (w,p1,...,pn) E @(x1,...,2,). Die
Sprache, die durch einen Satz ¢ gegeben ist, ist definiert durch L(p) = {w € A* |w |=
¢}. Wenn zu einer Sprache £ ein Satz ¢ existiert, so dass £ = L(), bezeichnen wir £
als FO-definierbar' Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden noch die Abkiirzungen
last(z) = —3JyS(z,y) und first(z) = =3Iy S(y, =) eingefiihrt.

2.2 Monadische Logik zweiter Stufe

Monadische Logik zweiter Stufe (MSO) ist eine Erweiterung oben beschriebenen Logik
erster Stufe um sogenannte Variablen zweiter Stufe X, X5, ..., X,2 . Diese Variablen

1Die Bezeichnung FO-definierbar ergibt sich aus der englischen Ubersetzung nach first-order-
definable

2Solche Variablen zweiter Stufe werden im Folgenden mit grofen Buchstaben, die vorher darge-
stellten Variabeln erster Stufe mit kleinen Buchstaben bezeicnet.
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stellen nun keine einzelnen Werte, sondern Teilmengen der Doméne dar, iiber die auch
quantifiziert werden kann. Da diese Mengen einstellige atomare Formeln X;(z) induzie-
ren, die die Beziehung x € X ausdriicken, wird eine solche Logik monadisch genannt.
Um die Definition der Erfiillbarkeit zu vereinfachen, wird eine modifizierte Logik mit
gleicher Aussagekraft genutzt, MS0,. Hierbei werden alle Variablen erster Stufe ele-
miniert, indem sie durch Mengen mit jeweils einem Element (sogenannte singletons)
ersetzt werden. Dadurch lassen sich die Formeln X () durch Teilmengenbeziehungen
{z} C X ausdriicken. Die atomaren Formeln dieser Logik sind

XCY, Sing(X), Suc(X,Y), XCQ, (firaecA),

die X ist Teilmenge von 'Y, X ist ein singleton, X undY sind singletons {x} bzw. {y}
mit S(z,y) und an allen Positionen aus X befindet sich Buchstabe a ausdriicken.

Eine MSOg-Formel ¢(X7, ..., X,) mit den freien Variablen X, ..., X, wird durch
ein Tupel (w, P, ..., P,), d.h. ein Wortmodell und n Teilmengen P, ..., P, C dom(w)
interpretiert. Ein solches Tupel kann als Wort iiber dem Alphabet A’ = A x {0,1}"
aufgefasst werden, wobei ein Buchstabe (a, ¢y, ..., ¢,) an der Position p bedeutet, dass
in dem Wort w an dieser Stelle der Buchstabe a vorhanden ist, und dass diese Position p
zur Teilmenge P; gehort, gdw. ¢; = 1. Fiir w-Wortmodelle lasst sich diese Ubersetzung
analog durchfiithren. Ein solches Wortmodell wire zum Beispiel

wla b b a b a
P10 1 0 1 0 1
PB|{1 01 0 1 0

Hierbei geben P, und P, die Mengen der ungeraden, bzw. der geraden Zahlen an.

3 Endliche und w-Automaten

Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (NEA) wird durch ein Fiinf-Tupel A =
(@, A, qo, A, F) beschrieben. Hierbei bezeichnet () eine endliche Menge an Zustédnden,
A das Eingabealphabet, ¢, den Startzustand, A C Q x Ax @ die Ubergangsrelation und
F C @Q die Menge der Endzustidnde. Ein NEA A akzeptiert ein Wort w = ag...a,_1 €
A*, wenn es einen erfolgreichen Lauf von A auf w gibt, d.h. eine Sequenz von Zustdnden
p=p(0)...p(n) mit p(0) = qo, (p(7), a;, p(i+1)) € A fiir i < n und p(n) € F. Die von
A aktzeptierte Sprache £(.A) besteht aus allen von A akzeptierten Wortern.

Ein w-Automat unterscheidet sich von dieser Definition nur durch die Akzeptanz-
bedingung. Da w-Automaten unendliche Worte akzeptieren sollen, reicht eine Men-
ge an Endzustinden, bei deren Erreichen der Automat terminieren kann, nicht aus,
weshalb verschiedene Akzeptanzbedingungen entwickelt wurden, von denen im Fol-
genden die Biichi-Bedingung [Biic62] und die Muller-Bedingung [Mul63] beschrieben
werden. Beiden Bedingungen ist gemeinsam, dass bestimmte Zustdnde unendlich oft
durchlaufen werden miissen, damit der Automat ein Wort akzeptiert. Die Menge an
Zusténden, die unendlich oft erreicht werden, wird mit In(p) bezeichnet und durch
In(p) = {q € Q | 3i: p(i) = ¢} definiert, wobei die Aussage ,es gibt unendlich viele*
durch den Quantor 3“ ausgedriickt wird.
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Fiir die Biichi-Bedingung wird nun eine Menge F' C () an ausgezeichneten Zustdnden
gew#hlt. Damit der Automat ein w-Wort akzeptiert, muss fiir einen zugehorigen Lauf
p des Automaten In(p) N F # ) gelten, d.h. dass mindestens ein Zustand der Menge F'
unendlich oft durchlaufen wird.

Die Muller-Akzeptanzbedingung benétigt hingegen eine Familie 7 C P(Q) an End-
zustandsmengen. Fiir die Akzeptanz eines w-Wortes mit Lauf p muss dann \/ - In(p) =
F gelten, d.h. dass die Menge aller unendlich oft durchlaufenen Zusténde eine Menge
der Familie F ist.

Ein Automat wird dann je nach Akzeptanzbedingung Biichi-Automat oder Muller-
Automat genannt, die von ihnen erkannten Sprachen Btichi-, bzw. Muller-akzeptierbar.

Lemma 3.1 Nichtdeterministische Biichi- und Muller-Automaten (deterministische
sowie nichtdeterministische) akzeptieren dieselbe Klasse an Sprachen.

Auf einen Beweis wird hier verzichtet, er ist zum Beispiel in [Tho97] dargestellt.

4 MSO und Automaten

Wie in den vorherigen Abschnitten dargestellt, kénnen sowohl durch MSO-Formeln, als
auch durch Automaten Sprachen definiert werden. Biichi und Elgot haben festgestellt
[Biic60, Elg61], dass zwischen diesen Sprachen ein starker Zusammenhang besteht.

Theorem 4.1 Fine Sprache mit endlichen Worten ist von einem endlichen Automaten
akzeptierbar gdw. sie MSO-definierbar ist. Die Ubersetzung von endlichen Automaten

nach MSO st effektiv durchfihrbar.

Beweis:
s, =% Sei A =(Q, A, q,A, F) ein endlicher Automat, wobei ohne Beschrédnkung der
Allgemeinheit @Q = {0, ..., k} und go = 0 angenommen werden kann. Um nun zu zeigen,

dass L(A) MSO-definierbar ist, miissen wir einen Satz ¢ finden, so dass L(A) = L(p).

Unser Ansatz hierfiir ist folgender: Betrachten wir ein Wort w = aq...a,_1, dann
soll unser gesuchter Satz die Existenz eines erfolgreichen Laufes py . . . p, behaupten. Ist
w € L(A), dann soll w = ¢ gelten, ansonsten nicht. Die Zustédnde werden zunéchst als
paarweise disjunkte Mengen X, ..., X} aufgefasst, wobei jedes X; die Positionen von
w enthalten soll, an denen der Automat in Zustand ¢ ist. Die Kodierung des Laufes in
eine MSO-Formel muss nun verschiedene Eigenschaften erfiillen:

e Die Mengen sollen paarweise disjunkt sein, da an jeder Wortposition nur ein
Zustand gelten kann: Diese Forderung kann durch die Formel A,_; Vo—(X;(x) A
X;(z)) dargestellt werden.

e Den Anfang des Laufs bildet der Startzustand: Vz(first(z) — Xo(z))

e Nach Zustand ¢ koénnen nur durch die Ubergangsrelation definierte Zustinde
erreicht werden: VaVy(S(z,y) — V; o jyea (Xi(2) A Qu(2) A X;(y)))
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e Nach dem letzten gelesenen Buchstaben befindet sich der Automat im Endzu-
stand: Vz(last(z) — Vajcp.a.en(Xi(@) A Qu(2)))

Die Konjunktion dieser Teilformeln ergibt den gewiinschten Satz:

wkE 3X,... /\ Vam(Xi(@) A X ()
/\Vx(ﬁrst( ) — Xo(x))
A2y (S(x,y) — \/ (Xi(w) A Qa(z) A X;(y)))

(i,a,5)€A

AVz(last(x) — \/HjeF:(i,a,j)GA(Xi(x) A Qa(x)))

Besondere Aufmerksamkeit benétigt jedoch das leere Wort €. Dieses erfiillt den oben
gegebenen Satz. Akzeptiert A das leere Wort jedoch nicht, muss ein weiteres Konjunk-
tionsglied wie 3x(z = x) in den Satz eingefiigt werden.

, <" Fiir die Riickrichtung wird die Tatsache genutzt, dass MS0y genauso méchtig wie
MSO ist. Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt, indem fiir die atomaren Formeln
von MS0Oy Automaten definiert werden, und diese dann entsprechend der betrachte-
ten Formel ¢(X,...,X,) verkniipft werden. Die Definition der Automaten fiir den
Induktionsanker, also fiir die atomaren Formeln X; C Xj, Sing(X;), Suc(X;, X)) und
X; € Q, ist relativ leicht und wird hier nur fiir den Fall Sing(X;) dargestellt .

j-te Position 0
*

*

Abbildung 1: Ein endlicher Automat, der £(Sing(X;)) aktzeptiert. Die Symbole 0 und
1 befinden sich an jter Stelle des Buchstabens.

Fiir den Induktionsschritt geniigt es, die logisch vollstdndige Menge an booleschen
Operatoren {—, V} und dem Existenzquantor zu betrachten, da sich die anderen Ope-
ratoren und Quantoren mit dieser Menge ausdriicken lassen. Die Operationen auf Spra-
chen, die diesen Verkniipfungen entsprechen, sind Komplementierung, Vereinigung und
Projektion. Reguldre Sprachen, d.h. Sprachen, die von endlichen Automaten erkannt
werden koénnen, sind gegeniiber den ersten beiden Operationen abgeschlossen [UlI01].
Fiir die Projektion nehmen wir an, die Sprache iiber A x {0,1}", die durch die Formel
W(Xy, ..., X,) definiert wird, werde durch den Automaten A akzeptiert. Dann miissen
wir einen Automaten fiir eine Formel ¢(Xo, ..., X,—1) = 3IX,¥(Xo, ..., X,) angeben
kénnen, der auf Worten iiber A x {0,1}""! definiert ist. Der benétigte Automat A’
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besitzt dieselbe Zustandsmenge, denselben Startzustand und dieselben Endzustédnde
wie A. Die Transitionsrelation A’ hingegen ergibt sich aus der Transitionsrelation A
von A nach der folgenden Vorschrift:

A/ = {(QD (G,Cl, .- ‘7cn—1)7q2) ‘ Elcn € {07 1} (Q17 (G,Cl, .. '7cn)7QQ) € A}

Damit kann A’ nichtdeterministisch die entsprechenden Transitionen von A ausfiihren.
O

In [Biic62] hat Biichi festgestellt, dass ein solches Ergebnis auch auf unendliche Wor-
te iibertragbar ist. Hierfiir war es jedoch notwendig zu beweisen, dass die Sprache
der Biichi-akzeptierbaren Sprachen unter Komplementierung abgeschlossen ist. Der
urspriingliche Beweis Biichis basierte auf der Form der Sprache, es ist jedoch auch mog-
lich, diesen Beweis durch Betrachtung deterministischer Automaten zu vereinfachen.
Leider ist es nicht moglich, nichtdeterministische Biichi-Automaten in deterministische
zu transformieren, da die Klasse der von deterministischen Biichi-Automaten Sprachen
echt kleiner ist als die der nichtdeterministischen unendlichen Automaten. Nach Lem-
ma 3.1 gibt es jedoch deterministische Automaten mit Muller-Akzeptanzbedingung, die
dieselbe Sprache wie nichtdeterministische Biichi-Automaten akzeptieren. Die Klasse
der von deterministischen Muller-Automaten akzeptierten Sprachen ist offensichtlich
abgeschlossen beziiglich des Komplements, da nur die Familie F durch ihr Komple-
ment P(Q)\F ersetzt werden muss.

Damit bleibt zu zeigen, dass sich nichtdeterministische Biichi-Automaten effektiv in
deterministische Muller-Automaten transformieren lassen. Dies wurde z.B. von McN-
aughton in [McN66] oder von Safra in [Saf88] gezeigt.

Theorem 4.2 (McNaughtons Theorem [McN66]) FEin Biichi-Automat kann ef-
fektiv in einen dquivalenten deterministischen Muller-Automaten tibersetzt werden.

Der Beweis dieses Theorems ist recht aufwindig und wird aus Platzgriinden ausgelas-
sen.
Mit diesem Ergebnis léasst sich Biichis Theorem beweisen.

Theorem 4.3 (Biichis Theorem [Biic62]) Eine w-Sprache ist Biichi-akzeptierbar
gdw. sie MSO-definierbar ist. Die Ubersetzung von Biichi-Automaten in MSO-Formeln
und umgekehrt ist effektiv.

Beweis:

Der Beweis verlauft grofitenteils analog zu 4.1. Sei ein Biichi-Automat A gegeben, dann
ist die entsprechende MSO-Formel wie in 4.1 zu konstruieren, nur das Konjunktions-
glied, dass die Akzeptanz beschreibt, muss auf die Biichi-Bedingung angepasst werden.
Eine mogliche Formulierung wire (mit I als Menge der Endzusténde):

\/ieF (X (z)) AVa(Xi(z) — Fy(z <y A Xi(y)))

Die Riickrichtung ist ebenso analog zu 4.1 moglich, nur fiir die Konstruktion der Nega-
tion bzw. den Beweis, dass die Sprache beziiglich des Komplements abgeschlossen ist,
wird die Ubersetzung in Muller-Automaten benétigt. ([l
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5 Zusammenfassung

In der vorliegenden Ausarbeitungen wurde nach [Biic62] dargestellt, dass eine Sprache,
die durch monadische Logik zweiter Stufe definiert wurde, durch einen w-Automaten
akzeptiert werden kann. Weiterhin wurde erldutert, wie sich aus einer MSO-Formel
effektiv ein Automat konstruieren lasst, der genau die Sprache erkennt, deren Worte
die Formel erfiillen. Damit ist es moglich, ein System und die Anforderungen an ein
solches durch MSO zu beschreiben und in dquivalente Automaten zu iibersetzen. Diese
Automaten kénnen dann wie gewiinscht durch einen model checker wie z.B. [HJJT95]
analysiert werden.

Die hier vorgestellten Techniken sind inzwischen technisch ausgereift und gut unter-
sucht worden. Moderne Systeme betrachten jedoch auch zeitliche Eigenschaften, die
zum Beispiel durch Logiken wie den Duration Calculus (DC) [ZHR91] ausgedriickt
werden konnen. Fiir eine Teilmenge des DC wurden &hnliche Aquivalenzresultate wie
in der vorliegenden Arbeit gefunden, wodurch sich die Mo6glichkeit ergibt, DC-Formeln
durch entsprechende Werkzeuge wie DCValid [Pan01] zu iiberpriifen.
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